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Аннотация
Добыча и переработка нефти имеют огромное значение для 
состояния экономики Российской Федерации. Компании, занима-
ющиеся этими видами деятельности, нуждаются в инструментах 
повышения эффективности своей работы. Предприятия нефтяной 
отрасли в России во многом сходны друг с другом и сталкиваются 
с одинаковыми проблемами. Изучение российского рынка нефти 
и его основных субъектов позволяет считать необходимость мо-
дернизации основных добывающих фондов одной из ключевых 
проблем российской нефтяной компании. В данной статье пред-
ставлены постановка задачи оптимизации объема инвестиций в 
основные фонды ПАО «Татнефть», построение и качественный 
анализ соответствующей динамической модели. Для построения 
модели использованы эконометрические методы: на основе стати-
стической информации о нефтяной компании «Татнефть» методом 
множественной регрессии построена функция цены на нефть с 
учетом реальных факторов, влияющих на ее формирование, и 
методом парной регрессии получена производственная функция. 
Построенная модель формализована как задача динамической 
оптимизации и исследована методами оптимального управления.
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Abstract
Oil production and processing play an important role in the economy 
of the Russian Federation. Companies involved in this kind of activi-
ties need specific instruments to improve their efficiency. Oil industry 
enterprises in Russia resemble each other in many aspects and face 
similar problems. Research of the Russian oil market and its main sub-
jects allows us to consider necessity for modernization of the main oil 
producing funds one of the key problems of a Russian oil company. This 
article presents target setting for optimization of volume of investment 
in fixed funds of the public joint stock company «Tatneft», as well as 
development and a qualitative analysis of the correspondent dynamic 
model. Econometric methods were used to build the model. Oil price 
function was modeled on the basis of statistics information about the 
oil company using the multiple regression method and taking into ac-
count real factors which influence its formation. Production function was 
obtained using the pairwise regression method. The built model was 
formalized as a target for dynamic optimization and studied using the 
optimal control methods.

© Антипина Н.В., 2019

Введение
Механизм ценообразования на рын-

ке нефти подвержен влиянию множества 
факторов [1, c. 28–31]. Значительная доля 
вариации цены на нефть зависит от спроса и 

предложения, но также влияние оказывает 
геополитическая обстановка в странах — 
производителях нефти [2, c. 122–126], цены 
на альтернативные виды топлива и доступ-
ность такого топлива, законодательные акты 



263

И
звести

я Б
ай

кал
ьского государствен

н
ого ун

и
верси

тета. 2019. Т
. 29, №

 2. С
. 262–272

ISSN 2500-2759

в области экологии, международной торгов-
ли и др., вводимые правительствами стран, 
международными организациями [3; 4]. В 
частности, на цену российской нефти влияет 
цена на нефть международной марки Brent 
и курс доллара, являющийся индикатором 
изменений в положении Российской Федера-
ции на мировой арене [1, c. 35–36]. 

По производственным показателям ком-
пания «Татнефть» входит в пятерку лидиру-
ющих нефтяных компаний России. Интерес к 
ней мотивируется тем, что это единственная 
российская компания, которая осуществляет 
проект по разработке сверхвязкой нефти, 
что представляется весьма перспективным 
на сегодняшний день.

Перечислим некоторые из множества 
факторов, сложившихся как на внутреннем, 
так и на внешнем рынке и оказывающих влия-
ние на деятельность ПАО «Татнефть»:

– мировая и российская рыночная конъ-
юнктура;

– спрос со стороны потребителей нефте-
сырья и нефтепродуктов;

– цена на нефть на международном рынке;
– стоимость транспортировки нефти и 

нефтепродуктов на разных территориях;
– налоговая нагрузка;
– валютные колебания [5]. 
В 2015 г. на мировом рынке сложилась 

неблагоприятная ситуация как для ПАО 
«Татнефть», так и для других российских 
производителей нефти и нефтепродуктов. 
Кроме того, «Татнефть» испытывала не-
гативное влияние экономических санкций, 
накладываемых на Россию, которые стали 
причиной снижения инвестиционной активно-
сти и внутреннего спроса [6]. Для российской 
компании затруднен доступ к внешнему фи-
нансированию, что вкупе с падением цен на 
нефть приводит к сокращению многих инве-
стиционных программ и негативно влияет на 
состояние производственного фонда1.

Однако российские предприятия, в том 
числе ПАО «Татнефть», наращивают добычу 
нефти за счет введения в эксплуатацию новых 
месторождений и увеличения нефтеотда-
чи на зрелых месторождениях. Также для 
российской нефтяной корпорации выгодна 
девальвация рубля, поскольку до 90 % за-
трат компания несет в рублях, а доходы от 
экспорта получает в валюте.

Эффективность деятельности компании 
зависит и от налоговой системы, принятой в 
стране. ПАО «Татнефть» обязано выплачи-

1 Statistical Review of World Energy. URL: bp.com/
en/global/corporate/energy-economics/statistical-re-
view-of-world-energy.html.

вать в бюджет следующие основные налоги: 
налог на прибыль, налог на добычу полезных 
ископаемых (НДПИ), налог на имущество и 
налог на добавленную стоимость (НДС); так-
же значительную долю в валовой прибыли за-
нимают экспортные пошлины [7, c. 147–150].

Постановка задачи и построение модели
Проведем построение модели в два эта-

па: на первом этапе на основе статистических 
данных получим функцию цены на нефть с 
помощью метода множественной регрессии 
[8, c. 39–90; 9, c. 42–95] и производственную 
функцию с помощью метода парной ре-
грессии [8, c. 23–30; 9, c. 42–95]; на втором 
этапе полученные функции используем для 
построения задачи оптимального управления 
[10, c. 27–76].

1. Применение метода множественной 
регрессии для нахождения функции цены

Моделирование динамики цены на нефть 
рассмотрено во многих источниках (см., на-
пример: [11, с. 78–83; 12]).

Для регрессионного анализа цены тонны 
нефти российской марки Urals были выбраны 
следующие факторы:

– средняя цена нефти марки Вrent;
– средняя цена доллара в рублях;
– объемы потребления нефти в России и 

мире;
– объемы добычи нефти в России и мире;
– разведанные запасы нефти. От этого 

показателя зависят ожидания участников 
рынка нефти (как потребителей, так и про-
изводителей), что обусловливает определен-
ную стратегию их поведения — переход на 
потребление альтернативного вида топлива 
или применение новой, более экономичной 
технологии добычи нефти.

Рассмотрим динамику значений всех 
перечисленных факторов с 2000 по 2015 г. 
Количественные значения факторов пред-
ставлены в табл. 1.

Примем следующие обозначения: сред-
няя цена нефти марки Urals — Y, средняя цена 
нефти марки Brent — x

1
, средняя цена долла-

ра в рублях — x
2
, объем потребления нефти 

в России — x
3
, объем потребления нефти в 

мире — x
4
, объем добычи нефти в России — 

x
5
, объем добычи нефти в мире — x

6
, разве-

данные запасы нефти в России — x
7
, разве-

данные запасы нефти в мире — x
8
. Построим 

матрицу корреляции имеющихся данных. 
Коэффициенты корреляции представлены в 
табл. 2, из которой видно, что большинство 
факторов тесно связано с независимой пере-
менной и коррелирует друг с другом.
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Построим модель, включающую все 
независимые переменные. Получим параме-
тры, представленные в табл. 3–5.

Полученная начальная регрессионная мо-
дель имеет вид Y = 266,65 + 1,19x

1
 – 0,49x

2
 – 

–1,45x
3
 – 0,065x

4
 + 0,105x

5
 + 0,02x

6 
+1,22x

7
 + 

+ 0,48x
8
.

Проверим гипотезу об отсутствии линей-
ной функциональной связи в модели с помо-
щью критерия Фишера. Критическое значе-
ние критерия зависит от уровня значимости и 

чисел степеней свободы. В данном случае он 
равен 3,75. Наблюдаемое значение критерия 
равно 28,23, что больше критического значе-
ния. Следовательно, гипотеза об отсутствии 
линейной функциональной связи в модели 
отклоняется.

Коэффициент детерминации равен 0,969. 
Таким образом, 96,9 % вариации зависимой 
переменной обусловлено изменениями 
перечисленных независимых факторов. До-
статочно высокое значение коэффициента 

Таблица 1
Факторы, предположительно оказывающие влияние на цену нефти марки Urals*

Год

Средняя цена нефти
за период, дол.

Средняя 
цена 

доллара 
за 

период, 
р.

Объем потребления 
нефти, млн т

Объем добычи 
нефти, млн т

Разведанные запасы 
нефти, млрд т

Urals Brent В России В мире В России В мире В России В мире

2000 23,94 27,39 28,14 123 3 582 327 1 519 9,3 152,9

2001 20,78 23,00 29,17 121 3 596 352 1 476 9,3 153,5

2002 21,02 22,81 31,35 122 3 640 384 1 388 9,5 156,7

2003 23,81 27,69 30,69 127 3 719 426 1 475 9,5 156,7

2004 31,02 37,66 28,81 126 3 865 463 1 588 9,9 161,9

2005 45,21 50,04 28,30 126 3 919 475 1 694 10,2 163,6

2006 56,32 58,30 27,17 130 3 959 486 1 708 10,9 164,5

2007 64,28 64,20 25,58 130 4 017 497 1 689 10,9 168,6

2008 90,68 91,48 24,86 134 3 999 494 1 746 10,8 170,8

2009 55,61 53,48 31,83 128 3 923 501 1 623 10,2 181,7

2010 74,11 71,21 30,36 134 4 042 512 1 667 10,6 188,8

2011 101,74 87,04 29,39 144 4 085 519 1 705 12,1 234,3

2012 103,14 86,46 31,08 146 4 133 526 1 779 17,8 235,8

2013 100,41 91,17 31,85 147 4 179 531 1 734 12,7 238,2

2014 69,00 85,60 38,61 148 4 211 534 1 730 14,1 239,8

2015 51,23 62,00 61,07 143 4 331 541 1 807 14,0 239,4

* Составлена по данным: Единая межведомственная информационно-статистическая система (URL: fedstat.ru; 
Statistical Review of World Energy. URL: bp.com/en/global/corporate/energy-economics/statistical-review-of-world-
energy.html).

Таблица 2
Матрица корреляции факторов

Y x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6

x
7

x
8

y 1

x
1

0,964 456 1

x
2

–0,036 67 0,083 394 1

x
3

0,821 646 0,870 087 0,424 123 1

x
4

0,755 811 0,848 74 0,516 048 0,889 062 1

x
5

0,777 866 0,845 553 0,335 538 0,805 981 0,951 143 1

x
6

0,786 497 0,863 664 0,322 954 0,781 427 0,915 088 0,866 353 1

x
7

0,677 24 0,689 164 0,424 747 0,854 377 0,756 817 0,662 928 0,712 46 1

x
8

0,729 515 0,763 107 0,551 88 0,964 493 0,853 314 0,748 894 0,705 573 0,848 615 1
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детерминации свидетельствует об удовлет-
ворительном качестве подгонки.

Оценим значимость полученных коэф-
фициентов. Для этого вычислим критическую 
точку t-статистики с уровнем значимости 
0,05 и числом степеней свободы 8. Получим 
t

кр
 = 2,36. Сравним полученное значение с 

t-статистикой отдельных коэффициентов.
По результатам оценки значимым явля-

ется только коэффициент при x
1
, остальные 

коэффициенты незначимы.
Исходя из полученных оценок, делаем вы-

вод, что, несмотря на высокий коэффициент 
детерминации и приемлемые результаты по 
F-статистике, модель требует корректиров-
ки, поскольку восемь из девяти полученных 
коэффициентов при факторах незначимы. 
С этой целью последовательно исключаем 
переменные с наименьшей по модулю t-ста-
тистикой и на каждом этапе проверяем зна-
чимость модели и коэффициентов. 

Таблица 3
Регрессионная статистика начальной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

Множественный R 0,984 855

R-квадрат 0,969 939

Нормированный R-квадрат 0,935 584

Стандартная ошибка 7,547 213

Наблюдения 16

Таблица 4
Дисперсионный анализ начальной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

df SS MS F Значимость F

Регрессия 8 12 865,25 1 608,156 28,232 87 0,000 118

Остаток 7 398,723 56,960 43

Итого 15 13 263,97

Таблица 5
Анализ параметров начальной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

Коэффици-
енты

Стандарт-
ная ошибка

t-стати-
стика

P-значе-
ние

Нижние 
95 %

Верхние 
95 %

Нижние 
95,0 %

Верхние 
95,0 %

Y 266,653 6 198,733 8 1,341 763 0,221 564 –203,277 736,584 3 –203,277 736,584 3

x
1

1,190 912 0,359 684 3,310 998 0,012 924 0,340 395 2,041 429 0,340 395 2,041 429

x
2

–0,486 3 0,676 58 –0,718 76 0,495 578 –2,086 15 1,113 562 –2,086 15 1,113 562

x
3

–1,449 32 1,418 55 –1,021 69 0,340 932 –4,803 66 1,905 016 –4,803 66 1,905 016

x
4

–0,065 23 0,089 301 –0,730 5 0,488 807 –0,276 4 0,145 929 –0,276 4 0,145 929

x
5

0,105 113 0,156 723 0,670 69 0,523 922 –0,265 48 0,475 703 –0,265 48 0,475 703

x
6

0,020 359 0,064 032 0,317 942 0,759 804 –0,131 05 0,171 771 –0,131 05 0,171 771

x
7

1,223 299 1,911 87 0,639 844 0,542 64 –3,297 55 5,744 152 –3,297 55 5,744 152

x
8

0,481 708 0,280 957 1,714 526 0,130 15 –0,182 65 1,146 065 –0,182 65 1,146 065

В результате получаем модель, в кото-
рой зависимая переменная зависит от един-
ственного фактора:

Y = –8,05 + 1,129x
1
. (1) 

Как видно из табл. 6–8, конечная модель 
является пригодной по критерию Фишера и 
коэффициенту детерминации. Коэффициент 
при x

1
 значим, так как его t-статистика боль-

ше критического уровня, составляющего для 
этой модели 2,145.

Модель представляет собой линейную 
зависимость между ценой нефти российской 
марки Urals и ценой нефти международной 
марки Brent. С экономической точки зрения 
полученные результаты также вполне оправ-
данны, так как в рассматриваемом периоде 
цена нефти марки Urals определялась в соот-
ветствии с ценой на нефть марки Brent.

Однако заметим, что цена на нефть 
марки Brent также зависит от некоторых 
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факторов, что хорошо просматривается при 
помощи матрицы корреляции. С этой целью 
проведем дополнительное исследование 
методом множественной регрессии на пред-
мет зависимости между ценой нефти марки 
Brent и следующими факторами: объем 
потребления нефти в мире; объем добычи 
нефти в мире; разведанные запасы нефти в 
мире.

Их актуальность для настоящего иссле-
дования уже обоснована выше, а значения 
представлены в табл. 1. Очевидно, что в этом 
случае имеет смысл использовать только 
факторы, относящиеся к международному 
рынку нефти.

В данном случае зависимой переменной 
y выступает цена нефти марки Brent. Во 
избежание путаницы оставим обозначения 
остальных факторов из предыдущего слу-
чая: объем потребления нефти в мире — x

4
, 

объем добычи нефти в мире — x
6
, разведан-

ные запасы нефти в мире — x
8
.

После исключения всех незначимых по 
t-статистике факторов получаем следую-
щую модель: y = –235,9 + 0,18x

6
. 

Как видим, эта модель также пригодна 
к использованию. Ее коэффициент детер-
минации равен 0,74, что означает, что 74 % 
вариации цены объясняется вариацией миро-

вой добычи нефти. Для нашей модели этот 
результат можно считать приемлемым, тем 
более что, согласно критерию Фишера, в 
модели присутствует линейная функциональ-
ная связь и все коэффициенты значимы по 
t-статистике.

Интерпретируется модель следующим 
образом: цена нефти марки Brent линейно 
зависима от фактора добычи нефти в мире. 
Чтобы получить модель зависимости цены 
нефти марки Urals от фактора добычи нефти, 
подставим функцию цены нефти марки Brent 
вместо x

1
 в первую полученную нами модель 

(1): p = –274,378 + 0,2E, где p — цена неф-
ти марки Urals; E — мировой объем добычи 
нефти.

2. Нахождение производственной функции 
методом парной регрессии

Для построения динамической модели 
необходимо предварительно вычислить про-
изводственную функцию. Предположим, 
что объем производства зависит от одного 
фактора — количества основных производ-
ственных фондов. Таким образом, нужно 
построить однофакторную производствен-
ную функцию и проверить, насколько точно 
она отражает реальную экономическую 
ситуацию.

Таблица 6
Регрессионная статистика конечной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

Множественный R 0,964 456

R-квадрат 0,930 176

Нормированный R-квадрат 0,925 188

Стандартная ошибка 8,133 468

Наблюдения 16

Таблица 7
Дисперсионный анализ конечной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

df SS MS F Значимость F

Регрессия 1 12 337,83 12 337,83 186,503 6 1,75E-09

Остаток 14 926,146 3 66,153 31

Итого 15 13 263,97

Таблица 8
Анализ параметров конечной модели зависимости цены нефти марки Urals  

от нескольких факторов

Коэффици-
енты

Стандарт-
ная ошибка

t-статисти-
ка

P-значение
Нижние 

95 %
Верхние 

95 %
Нижние 
95,0 %

Верхние 
95,0 %

Y –8,047 4 5,264 504 –1,528 62 0,148 635 –19,338 6 3,243 837 –19,338 6 3,243 837

x
1

1,129 35 0,082 696 13,656 63 1,75E-09 0,951 985 1,306 716 0,951 985 1,306 716
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Используем метод парной линейной 
регрессии. Пусть Y — объем добычи нефти 
добывающими мощностями ПАО «Тат-
нефть» за год, X — объем производственных 
фондов этого предприятия на конец каждого 
рассматриваемого периода (года) в нату-
ральном выражении. 

Из ежегодных отчетов ПАО «Татнефть» 
получена информация о значениях перемен-
ных X и Y за период c 2005 по 2015 г. (табл. 9).

На основе приведенных данных с помо-
щью метода парной регрессии построим 
линейную модель, отражающую производ-
ственную функцию добывающего блока 
ПАО «Татнефть».

При исследовании линейной функцио-
нальной зависимости Y от X получаем следу-

ющее уравнение регрессии: Y = 0,000 6X + 
+ 13,203. 

На графике, представленном на рисунке, 
линия тренда совпадает с данным уравнени-
ем, а точки отражают распределение иссле-
дуемых данных.

Проверим, насколько точно линейное 
уравнение регрессии отражает реальную 
ситуацию. Параметры линейной регрессии 
представлены в табл. 10–12.

По критерию Фишера линейная связь 
между объемом производства и производ-
ственных мощностей существует, так как из 
таблицы видно, что F

набл
 = 33,19 > F

кр
 = 0,83.

Тесноту линейной связи определим с по-
мощью коэффициента корреляции. Он ра-
вен 0,786, что означает, что 78,6 % вариации 

Таблица 9
Динамика объема производства и количества добывающих мощностей ПАО «Татнефть»  

в 2005–2015 гг.*

Год Объем производства, млн т Стоимость основных добывающих фондов, млн р.

2005 25,0 19 089

2006 25,3 18 867

2007 25,4 19 215

2008 25,7 19 606

2009 25,7 19 752

2010 25,7 19 822

2011 25,8 20 238

2012 25,9 20 246

2013 26,0 19 821

2014 26,1 20 257

2015 26,2 20 251
* Составлена по данным годового отчета компании «Татнефть» по итогам за 2015 г. (URL: tatneft.ru).
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объема производства объясняется вариаци-
ей выбранного нами фактора — количества 
производственных мощностей.

Вычислим среднюю ошибку аппроксима-
ции, которая характеризует среднее откло-
нение расчетных данных от фактических. Для 
случая линейной модели она равна 0,75.

Также мы можем рассчитать коэффи-
циент эластичности. Для рассматриваемого 
случая он равен 1,07, откуда мы делаем 
вывод, что при изменении количества произ-
водственных мощностей на 1 % объем про-
изводства меняется лишь на 1,07 %.

Оба коэффициента при переменных 
являются значимыми, так как их t-статистика 
(6,07 и 5,75) в обоих случаях больше крити-
ческого уровня 2,3.

Как видим, линейная модель вполне при-
годна для исследования.

Таким образом, производственная функ-
ция, которую мы будем использовать далее 
при построении модели, такова: Q = 0,000 6K + 
+ 13,203, где Q — объем производства; K — 
объем основных средств.

3. Модель оптимизации инвестиций  
в основные фонды

Применение математического аппарата 
для решения задач экономической динамики 
уже давно стало традиционным [10, c. 27–
76; 13–19]. Для оптимизации инвестиций в 
основные производственные фонды ПАО 

«Татнефть» используем теорию оптимально-
го управления.

Оптимальной стратегией инвестирования 
предприятия «Татнефть» будем считать стра-
тегию, которая максимизирует суммарную 
часть прибыли, предназначенную для выпла-
ты дивидендов, в течение периода [0; T]. При-
быль, вложенная в инвестирование основных 
фондов, приведет к увеличению прибыли в 
будущем, что позволит выплачивать более 
крупные дивиденды. 

Построим модель оптимизации объема ин-
вестиций в основные фонды ПАО «Татнефть».

Пусть π(t) — чистая прибыль предпри-
ятия; u(t) — часть прибыли, направляемая 
на инвестиции и изменяющаяся в пределах  
u

0
 ≤ u(t) ≤ u

1
; K(t) — объем основных фондов 

в стоимостном выражении, причем K(0) = K
0
; 

μ — коэффициент амортизации, 0 < μ < 1. 
Динамику основных фондов K(t) с течени-

ем времени описывает уравнение с началь-
ным условием K(t) = –μK(t) + u(t), K(0) = K

0
.

Отметим, что второе слагаемое в правой 
части уравнения способствует увеличению 
основных средств, а первое — их снижению 
за счет амортизации. 

Чистую прибыль предприятия определяет 
формула

π(t) = pQ(t) – cQ(t) – N(t), (2)

где p — цена на российскую нефть, сло-
жившаяся на рынке; c — себестоимость 

Таблица 10
Регрессионная статистика линейной модели

Множественный R 0,886 948

R-квадрат 0,786 677

Нормированный R-квадрат 0,762 975

Стандартная ошибка 0,006 825

Наблюдения 11

Таблица 11
Дисперсионный анализ линейной модели

 df SS MS F Значимость F

Регрессия 1 0,001 546 0,001 546 33,189 63 0,000 272

Остаток 9 0,000 419 4,66E-05

Итого 10 0,001 965

Таблица 12
Анализ параметров линейной модели

 Коэффициенты
Стандартная 

ошибка
t-статисти-

ка
P-значе-

ние
Нижние 

95 %
Верхние 

95 %
Нижние 
95,0 %

Верхние 
95,0 %

Y 13,202 57 2,174 775 6,070 776 0,000 186 8,282 889 18,122 25 8,282 889 18,122 25

X 0,000 633 0,000 11 5,752 412 0,000 275 0,000 384 0,000 883 0,000 384 0,000 883
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продукции; N(t) — налоги, выплачиваемые 
предприятием; Q(t) — объем продукции, 
который в данном случае определяется од-
нофакторной производственной функцией

Q(t) = 0,000 6K(t) + 13,203, (3)

полученной с помощью метода парной ре-
грессии в п. 2 статьи; p — цена, полученная в 
п. 1 методом множественной регрессии, 

p = 0,2E – 274,378, (4)

где E — мировые объемы добычи нефти.
Налоги, выплачиваемые предприятием, 

определяются следующим выражением:

N(t) = n
1
(pQ(t) – cQ(t)) + n

2
K(t) + n

3
pQ(t) + 

+ n
4
Q(t). (5)

Здесь n
1
 — ставка налога на прибыль; 

n
2
 — ставка налога на имущество; n

3
 — став-

ка НДС; n
4
 — ставка НДПИ. 

Целью ПАО «Татнефть» является мак-
симизация суммарной части потребляемой 
прибыли в течение периода [0; T] для обеспе-
чения повышенного интереса инвесторов к 
ценным бумагам ПАО «Татнефть», которая 
математически представляет собой интеграл 

 .π∫
0

( ( )  – u( ))
T

t t dt

Таким образом, с учетом соотношений 
(2)–(5) запишем следующую задачу опти-
мального управления:

K(t) = –μK(t) + u(t), K(0) = K
0
,

u
0
 ≤ u(t) ≤ u

1
. (6)

Здесь u(t) — управление, K(t) — фазовая 
переменная, а неравенство (6) отражает 
ограничение на управление.

Полученная задача путем подстановки 
(3)–(5) в соотношение (2) преобразуется 
следующим образом:

( )

→

≤ ≤

∫


0

0

0 1

=  ( ( )  +    –  ( )) ,

( ) =  – ( )  +  ( ),  (0)  =  ,

,

T

J  WK t R u t dt max

K tмK t u t K K

u     Ju t     Ju

 

K(t)0 = – μK((t) + u(t), K(0) = K
0
, (7)

u
0
 ≤ Ju(t) ≤ Ju

1
.

где W = 0,000 6 [(0,2E – 274,4)(1 – n
1
 – n

3
) – 

– c(1 – n
1
) – n

4
] – n

2
, R = 13,203[(0,2E – 274,4)

(1 – n
1
 – n

3
) – c(1 – n

1
) – n

4
].

Приступим к решению задачи (7) с по-
мощью принципа максимума [10, c. 69–81]. 
Сразу заметим, что эта задача линейна по 
управлению и фазовой переменной, так что 
принцип максимума является необходимым 

и достаточным условием оптимальности по-
лученного решения.

Запишем функцию Понтрягина

H(t, K(t), u(t), ψ(t)) = ψ(t)(–μK(t) + u(t)) + 
+ WK(t) + + R – u(t),

где ψ(t) — сопряженная переменная, удов-
летворяющая сопряженному уравнению

ψ(t) = μψ(t) – W, ψ(T) = 0. (8)

Найдем функцию переключения

H
u
(ψ) = ψ – 1. (9)

Тогда, согласно принципу максимума, 
оптимальное управление таково:

( )
[ ]

ψ
ψ ψ

ψ




 ∀ ∈

0

*
1

0 1

, <1,

= , >1,

, , =1.

u

u u

u u u

Для нахождения управления u как функции 
времени t решим сопряженное уравнение (8):

Подставим найденную сопряженную пе-
ременную ψ* в функцию переключения (9) и 
получим непрерывную функцию времени:

 (10)

Нетрудно видеть, что эта функция стро-
го убывающая и строго вогнутая на отрезке 
[0; T], поскольку 

(W > 0, μ > 0 по экономическому смыслу).
Теперь заметим, что H(T) = –1 < 0. C 

точки зрения поиска экстремального управ-
ления далее интересно поведение функции H 
в правой полуокрестности точки T. В связи с 
тем что функция (10) строго убывает и вогну-
та, возможны только два случая.

Случай А: H(T) не пересекает ось Ot 
(H(T) < 0).

Случай Б: H(T) пересекает ось Ot в од-
ной-единственной точке τ.

Решая уравнение H(T) = 0, приходим к 
равенству 

 (11)

Ясно, что случай А реализуется, если 
W – μ < 0 (уравнение (11) не имеет реше-

π →∫
T

J  t u t dt max,
0

=  ( ( )  –  ( ))
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ний). Тогда в силу H(T) < 0 на отрезке [0; T] 
искомое управление u*(t) ≡ u

0
 = const.

Соответствующая управлению траекто-
рия находится при u*(t) ≡ u

0
 решением задачи 

Коши (1) [14]:

                                    (12)

Случай Б реализуется, если W – μ < 0, 
при этом уравнение (11) имеет единственное 
решение:

     (13)

Отметим, что найденная точка τ — мо-
мент переключения управления. 

Таким образом, в случае Б оптимальное 
управление запишется в виде

 (14)

Оптимальному управлению в случае Б 
соответствует оптимальная траектория:

  (15)

где        

Подведем итог проведенному исследова-
нию. Оптимальная стратегия инвестирования 
предприятия следующая: если W – μ < 0, то 
оптимальное управление постоянно на про-

тяжении всего временного периода [0; T], а 
соответствующая ему траектория определя-
ется соотношением (12); если W – μ > 0, то 
оптимальный процесс дается соотношения-
ми (14) и (15), причем точка τ определяется 
равенством (13).

С экономической точки зрения результа-
ты можно интерпретировать следующим об-
разом: предприятию следует инвестировать 
в основные фонды минимально возможную 
сумму, предназначенную для потребле-
ния, если удельная чистая прибыль (чистая 
прибыль на тонну нефти) не превышает 
коэффициента амортизации; в противном 
случае следует инвестировать максимально 
возможную часть прибыли в основные фон-
ды до определенного момента времени τ, 
после которого необходимо перейти на ин-
вестирование минимально возможной части 
прибыли.

Заключение
В связи с тенденциями современного 

нефтяного рынка одной из основных про-
блем, с которой сталкивается предприятие, 
занимающееся добычей нефти и желающее 
сохранять конкурентоспособность, является 
необходимость непрерывной модернизации 
основных добывающих фондов и приведение 
их к приемлемому уровню по ряду характе-
ристик. Таким образом, управляющим пред-
приятием приходится принимать решение о 
том, какая часть прибыли будет направлена 
на инвестиции в основные фонды. В данной 
статье этот вопрос рассмотрен с точки зре-
ния построения и качественного исследова-
ния модели оптимизации инвестиций нефтя-
ной компании «Татнефть».

( ) [ )
[ )

τ
τ

 ∈
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1*

0

, 0; ,
  =  
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